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Model rynku

Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a
{Fito<e<T, T > 0 filtracja tej przestrzeni. Omawiany rynek sktada
sie z n + 1 instrumentéw bazowych, ktérych cecny opisuja procesy

{Sthocecr ={(S¢.-- . SN}, (1)

{Bt}o<i<T, (2)

adaptowane do filtracji z podanymi wartosciami poczatkowymi
So, By. Dodatkowo chcemy, aby byty elementami przestrzeni
L2(Q, F,P).
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Instrumenty pochodne

Niech 0 < t < T oraz S; oznacza ceng instrumentu bazowego, na ktéry
wystawiony jest instrument pochodny, wéwczas:

@ Instrumentem pochodnym typu europejskiego nazywamy zmienng losowa
h(S;) na przestrzeni L*(Q, Fr,P).

@ Instrumentem pochodnym typu amerykanskiego nazywamy proces
stochastyczny {h(t, S;)}jo<e<T) nNa przestrzeni L*(Q, Fy, P).
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Cena arbitrazowa

@ Ceng arbitrazowa instrumentu h(S;) w chwili t < T o zapadalnosci w
chwili T nazywamy wartos¢:

Q. = Ep. [h(ST)S;]Ft]. (3)

@ Ceng arbitrazowa instrumentu h(u, S,) w chwili t < T o zapadalno$ci w
cwhili T nazywamy wartos¢:

B
Q= max Ex-[A(r. S.)5'|F]. (4)
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Dodatkowe uwagi

@ Zaktadamy, ze na rynku nie ma mozliwosci arbitrazu, to
znaczy:

o Nie istnieje strategia pozwalajaca inwestorowi osiggnac zysk z
zerowym ryzykiem,
° IstmeJe miara P*, rbwnowazna P taka, ze zdyskontowana cena akgji
S, = Jest wzgledem niej martyngatem, nazywana dalej miarg
martynga’fowq
@ Miara rynkowa P pokrywa sie z miarg martyngatowg P = P*,
@ Bedziemy zajmowad sie wycena instrumentu w chwili t =0, a
jego warto$¢ oznacza¢ bedziemy przez Q.
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Estymator Monte Carlo

Niech {X(1),...,X(b)} bedzie zbiorem niezaleznych realizacji S+ w chwili T, a
{h(X(1)),...,h(X(b))} zbiorem obliczonych dla nich wyptat z h. Wéwczas
wartos$¢ estymatora Monte Carlo wyraza sie wzorem:

Qs = 3 - HX(). ©)

Dzieki temu estymatorowi mozemy tatwo przybliza¢ cene opcji typu
europejskiego na jedno jak i wiele aktyw. Nie potrzebne sa dodatkowe zatozenia
odnosnie rynku z wyjatkiem tego, aby byt dany rozktad S;.
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W+tasnosé markowa

Mowimy, ze proces S; spetnia wiasno$¢ Markowa, jezeli:

Dla dowolnych 0 < t; < --- < t, < T oraz zbioru borelowskiego A
zachodzi réwnos¢:

]P)(Stk € A|Stk_17 ceey Sl) = ]P)(Stk c A"Stk—l)'

W dalszej czesci referatu bedziemy zaktadaé, ze procesy S;, B;
spefniaja podana wtasnos¢ wzgledem miary martyngatowe;.
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Wycena opcji amerykanskich - metoda drzewa

Wprowadzmy dyskretng przestrzen czasowg t = 0,1,..., T. Zaktadamy, ze
gestosci f(t,x, ) procesu S;,1 zdefiniowane jako:

P(Se1 € AlS: = x) = /A F(t, x, u)du (6)

sg ciggte i znane dla dowolnego zbioru borelowskiego A.
Szukamy funkcji Q(t, ) okreslonej nastepujaco:

Q(T,x)=h(T,x)
Q(t, x) = max{h(t, x), C(t,x)}, dla t<T,

gdzie:
C(t,x) =E[Q(t + 1, 5:+1)|S: = x]. (8)
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Analogicznie do metody Monte Carlo w przypadku opcji europejskich tworzymy
estymator C(0, Sp) jako:

&(0, ) = 1§bj A1, X (i (9)J

I:l

gdzie Q(1,-) to aproksymacja Q(1,-) uzyskana dla X;(1), ..., Xi(b), jednak aby
ja znalez¢é musimy znowu dla kazdego X1(f) losowaé b punktow z rozktadu o
gestosci (1, X1(f), ). Iterujac ta procedure dojdziemy ostatecznie do momentu
T, dla ktérego nie musimy juz losowa¢ wspomnianych punktéw i tworzy¢
estymatora.
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Wycena opcji amerykanskich - metoda siatki

° GenerUJemy siatke z niezaleznych wektoréw X,(i) dlat=1,..., T i
i=1,...,bzrozktadu o gestosci g(t, ).

@ Poniewaz Sy jest dane to Xp(1) = So,

@ Nastepnie dla i = 1, ..., b definiujemy funkcje QF(t,-) taka, ze:
QU(T, Xr(i)) = h(T, Xr(i), dlat=T,
QL (t, X.(1)) = max{h(t, X, (i), C(t, Xe())}, dlat = T —1,...,1

@ Tym razem jednak mamy

E(e X)) = £ 30 Qe+ 1 X (lE. X(0). Xen)): (10)

J=1
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Przy czym, czynnik w(t, X¢(i), X¢+1(j)) bedziemy nazywac waga dotaczong do
punktéw X; (i), Xe41(j) oraz

f(t7 Xt(i)’ Xt+1)

g+ 1, X1 () (1

w(t, Xe(i), Xex1(j)) =

Tak dobrane wagi zapewniaja, ze C(t, X,(i)) dobrze estymuje warto$¢
C(t, Xi(1)).
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Gestos¢ siatkowa

Wybér gestosci siatkowej jest kluczowy, w wycenie instrumentéw metoda siatki.
Wprowadza sie tak zwang gestos¢ srednig dang wzorem:

8t Xen0) = 3 3 F(E+ 1 Xlk), Xewa (1), (12)

k=1
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Estymator dolny

Zajmiemy sie teraz pooszukiwaniem estymatora dolnego takiego, ze:

E[QF] < Q. (13)

Chcemy réwniez aby byt przynajmniej asymptotycznie zgodny z Q. W tym celu
symulujemy p niezaleznych trajektorii procesu S;. Dla kazdej z nich wyznaczamy
pierwszy optymalny moment wykonania jako:

7 = min{t : h(t,SK) > Qf/(t,Sk)}. (14)

Ostatecznie otrzymujemy pierwszy estymator spetniajacy rzadane kryteria -
estymator Sciezkowy.

a1 &, .
G5 =~ > h(75,S5). (15)
k=1

— =
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Estymator potéwkowy

Kolejnym estymatorem, ktérego bedziemy uzywaé jest estymator potéwkowy.
Podzielmy zbiér indekséw / = {1,..., b} na dwa roztaczne podzbiory A oraz
A" = I\ A. Estymator potéwkowy podobnie, jak siatkowy definiujemy
rekurencyjnie:

a5 (T,x) = h(T, x) (16)
oraz
) h(t, x), jedli h(t,x) > Ca(t, x),
6Lt x) = o) el i o) 2 o) (17)
Ca(t, x), w przeciwnym wypadku,

gdzie Cp(t,x) = (g7 Lies @b (t + 1, Xewa (D)o (t, x, Xesa(1)).
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Estymator punktowy

Ostatnim estymatorem, ktéry bedzie nas interesowat, bedzie estymator punktowy.
Najprostszym sposobem konstrukgcji jest okreslenie go jako Srednig wazona
estymatoréw gérnego i dolnego:

Q" =@ +(1-)d", 7€ (0,1). (18)

Jednak z uwagi na problemy zwigzane z obcigzeniem estymatora gérnego,
lepszym wyjsciem mogtoby by¢ przyjecie nastepujacego estymatora punktowego:

W(T,x), dat=T,
yQH(t,x) + (1 — 7)gt(t, x), w pozostatych wypadkach.

QFF(t,x) = { (19)
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Wyniki

Rozwazamy opcje, ktérej funkcja wyptaty ma postaé: max{0, K — S;}. Chcemy
poréwnaé wartosci otrzymywane przez stosowanie réznych wprowadzonych
estymatoréw, ich obcigzenie oraz btad standardowy. Proces cen akcji S; bedzie
opisany réwnaniem Blacka-Scholesa:

dSF = Sk[rdt + o, dW)], dla k =0,1,...,n;t € [0, T], (20)
Natomiast proces cen obligacji dany jest przez:
B; = exp(rt). (21)
Parametry wejSciowe s3 réwne:
@ S, =100
@ 0=0,4
e r=0,1
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@ K =100
@ T =1 rok.
Wprowadzamy dodatkowo dane dotyczace uzywanych narzedzi:
@ N=20
@ d=10,20,50
® b= 64,128,256,512,1024.
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