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Spirala Ulama
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Spirala Ulama
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Spirala Ulama




Wzér Eulera

Juz Euler zauwazyt pewng zaleznos¢ liczb pierwszych, ktéra opisat
wzorem n® +n+41dlan=0,1,2,...,39.

Jak mozna zauwazy¢ w podanej ponizej tabeli, a pézniej Spirali
Ulama, ten wzér genreuje duzo liczb pierwszych w
charakterystyczny dla siebie sposéb.
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Tabela wartoéci dla n> + n+ 41 dla n < 39
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| n [ 22 ] 23 [ 2425 | 26|27 ] 28 ]2 [30 ]
[ p(n) [ 547 [ 593 [ 641 [ 691 | 743 [ 797 [ 853 | 911 [ 971

34 | 35 | 36 | 37 | 38 |
1231 [ 1301 | 1373 | 1447 [ 1523 |

| n [ 31 ] 32 ] 33
|

p(n) | 1033 | 1097 [ 1163




Przyktadowa tabela wartoéci dla n®> + n + 41 dla n > 40

| n | 40 | 41 [ 43 [ 50 | 60 | 100 | 205 |
| p(n) [ 1681 | 1763 | 1933 | 2591 | 3701 | 10141 | 42271 |
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Wielomian Eulera

Sprébujmy rozwazyé wielomian P(n) = n? + n + p, gdzie

p € {1,3,5,11,17,41}, a n € N. Co mozna zauwazy¢ kazda liczba
nalezaca do p generuje sporo liczb pierwszych, ale zadna z nich nie
generuje ich wszystkich.

Liczby ztozone otrzymamy zawsze, jesli n jest podzielne przez p
oraz (n+ 1) jest podzielne przez p. Zatem mozna rzec, ze liczby

p € {1,3,5,11,17,41}, to tak zwane szczesliwe liczby Eulera.
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Inne dos¢ proste wzory

Istnieje duzo wiecej ciekawych i prostych wzoréw, ktére generuja
sporo liczb pierwszych.
Oto krétka ich lista.

@ 2n° + 29, tzw. wzdr Legendre’a;
@ 4n2 —2n+5;

© n(4n—1)+41,

Q n® — n+41;

Q@ n?>—3n+43.

Dalsze, by¢ moze i nowe odkrywanie takich wzoréw, pozostawiam
do samodzielnej eksploracji.
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Szczegdlne liczby pierwsze

Liczby pierwsze blizniacze to dwie liczby pierwsze, ktérych
réznica wynosi 2.

Przykfady: 315,517,111 13,191 193, 1871 i 1873.

Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych blizniaczych?
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Liczby pierwsze blizniacze
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liczby czworacze

Liczby czworacze s3 to liczby pierwsze postaci:
p,p+2,p+6,p+38.

Z wyjatkiem czworki: 5,7,11,13 liczby czworacze maja postac:
30n+11,30n+ 13,30n+ 17,30n + 19, gdzie

n € {0,3,6,27,49,62,69,108,115,...}. !

Przykfady: 315,517,111 13,191 193, 1871 i 1873.

'https://mathworld.wolfram.com/PrimeQuadruplet.html
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Liczby czworacze




Liczby Mersenne’'a

Liczby Mersenne’a to szczegdlne liczby pierwsze postaci:
M, =2"—1, czyli liczba Mersenne'a to suma ciggu
geometrycznego:

20 4ot 4924 4on—2 4 ol

Warunkiem koniecznym, by M byto liczbg pierwsza jest, by liczba
n byta pierwsza.
Pierwszo$¢ liczby n nie jest warunkiem wystarczajagcym, przyktad:

My =21 — 1 =2047 =23 %89

Jesli M = 2" — 1 jest liczba pierwsza Mersenne'a, to M-ta liczba
tréjkatna, tzn: Ay = 2M(M + 1) jest doskonata. 2

2J.H. Conway, R.K. Guy Ksiega liczb, Wydawnictwa-Naukowo-Techniczne
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Liczby Fermata

Liczba Fermata wyraza sie w postaci: F, = 22" +1, n€ N.
Znane do dzi$ liczby F, ktére sa pierwsze, to:

0 Fo=2+4+1=21411=24+1=3

0o F1=2241=2241=44+1=5

0 Fo =22 4+1=24+1=16+1=17

@ F3=22 +1=2841=256+1=257

o Fu=2% +1=12141=065536+1=65537
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Liczby pierwsze Garmin

Liczba Garmin to dowolna liczba pierwsza p, ktéra dla 2p + 1
zachowuje pierwszos¢.

Przykfady: p=23=2p+1=2%23+1=46+1=47€P
p=5=2p+1=2x5+1=104+1=11€P
p=131=2p+1=2%131+1=262+1=263cP
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Szereg odwortnosci liczb pierwszych

Jak wiemy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Jednak jak
gesto s3 one roztozone?
Rozwazmy nieskonczony szereg odwrotnosci liczb pierwszych

1 1 1 1

1 1
Y=+t
“~p 2 3 5 7 1
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Rozbieznos¢ odwrotnosci liczb pierwszych

Twierdzenie:

Dowéd:3 Dla 0 < u < 1 mamy

In( L ) TR YOr 7 T SR
— | =uU+—T—T... u-——\u u ) =0T .
1-u 23 2 2(1—u)

1

Przyjmijmy, ze u = o wtedy otrzymujemy:

1>|n<11) 1
p p) 2p(p—1)

3W. Marzantowicz, P. Zarzycki Elementarna teoria liczb Wydanie 2, PWN
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Rozbieznos¢ odwrotnosci liczb pierwszych

Sumujac te nierébwnos$¢ po wszystkich p, uzyskujemy:

(-2)") 3wy

peP

lej>ln(

peP

Zauwazmy, ze

20— “Xnn-p "

peP p

Zatem:
; (

Z—>In

peP
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Rozbieznos¢ odwrotnosci liczb pierwszych

Rozpatrzmy
1
S(x) = —
p<x P
peP
Stad
1
S(x) > In(In(x)) — 5
Ostatecznie otrzymujemy:
1 :
Zf: lim S(x) = o0
p X—>00
peP
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Funkcja 7(x)

Najpierw zdefiniujmy funkcje 7(x), ktéra danej liczbie rzeczywiste;j
x przyporzadkowuje liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od x.
Funkcja zachowuje wtasnosci dla liczb rzeczywistych, jednak
czesciej odnosi sie do liczb naturalnych.
Przyktady:
e Dla x = 10 otrzymujemy 7(10) = 4. Czyli mamy 4 liczby
pierwsze wérdd pierwszych 10 liczb naturalnych p € {2,3,5,7}
e Dla x = 1000 mamy 7(1000) = 168

e Dla x = 10000 otrzymujemy 7(10000) = 1229.
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1(x) - liczba liczb pierwszych mniejszych lub réwnych x

Wykres funkcji n(x) dla x od 1 do 100

18 1
16
14 4
124

10 4
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Wykres funkcji n(x) dla x od 1 do 10000
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Przyblizenie funkcji m(x)

Sprébujmy oszacowaé warto$ci funkcji zliczajacej liczby pierwsze.

Wezmy

X

m(x) ~ )’

Otrzymujemy wtedy:

X 7(x) 6] réznica [%]
10 4 4,3429 -8,56%
103 168 144,7649 16,05%
10° 9 592 8 685,8896 10,44%
107 664 579 620 420,6873 7.12%
10° 50 847 534 48 254 942,433 5,37%
1011 4 118 054 813 3 048 728 953,5 4,28%
103 | 346 065 536 839 334 082 752 757,2 3,59%
10™ | 29 844 570 422 669 | 28 952 965 460 216,83 3,08%
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X

In(x)

Oszacowanie

Jak mozna dostrzec, gdy x nam rosna, to réznica miedzy 7(x) oraz
ﬁ maleje, dzieje sie tak, poniewaz zachodzi miedzy nimi
réwnos$¢ asymptotyczna, czyli

Mozna jeszcze doktadniej przyblizy¢ to oszacowanie za pomoca
rozwiniecia logarytmu catkowego w szereg

bs X 2x e (= 1)
~ In(x) In?(x) + In3(x) o= Z In"(x)
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Oszacowanie Gaussa

Gauss zasugerowat, ze liczba m(x) liczb pierwszych w przedziale
[1, n] opisana jest zaleznoscia:

m(x) ~ Li(x),

gdzie zachodzi miedzy nimi réwno$¢ asymptotyczna, tzn:
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Twierdzenie Bertranda-Czebyszewa

Twierdzenie: Dla dowlonej liczby naturalnej n > 2 miedzy
liczbami n i 2n znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza.
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Twierdzenie Dirichleta

Twierdzenie: W dowolnym ciggu arytmetrycznym liczb
naturalnych a,a+ q,a+ 2q,a+ 3q, ..., gdzie a i g s3 wzglednie
pierwsze, istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
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Przyktad

Rozwazmy cigg 1,5,9,13,.... Woéwczas cigg ma postaé n=1
(mod 4), wiec ciag liczb pierwszych w tym ciagu to:
5,13,17,19,....

Zatézmy przeciwnie, czyli ciag liczb pierwszych tej postaci jest
skonczony. Niech

P = {P13P2»P37 .. '>pm},

gdzie p; = 1 (mod 4). Euler udowodnit, ze kazdy nieparzysty
dzielnik pierwszy p liczby naturalnej postaci a®> + 1 dla pewnego a
musi dawac reszte 1 przy dzieleniu przez 4.

Innymi stowy: Jedli p jest liczba pierwsza i p | (a® + 1), to
p=1(mod 4).
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Przyktad

Niech A bedzie niepustym, skonczonym podzbiorem wszystkich
liczb pierwszych postaci n =1 (mod 4). Niech X bedzie iloczynem
wszystkich elementéw tego podzbioru A. Wezmy A = P, zatem
X=p1-p2-p3-... - pm. Rozwazmy N > 0, N - liczba nautralna,
taka ze N = (2X)2 + 1. Poniewaz X jest iloczynem liczb
naturalnych, a N jest liczbg wiekszg od 1, to musi posiada¢ co
najmniej jeden dzielnik pierwszy. Dzielnik ten jest nieparzysty (X
jako iloczyn liczb pierwszych p; postaci n =1 (mod 4), z ktérych
kazda jest nieparzysta, wiec cate X jest niepatrzyste = 2.X -
parzyste = (2X)? - parzyste = (2X)? + 1 - nieparzyste).
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Przyktad

Niech q bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby N. Na
mocy twierdzenia Eulera dzielnik ten musi spetniaé

g=1 (mod 4),

zatem q jest liczba pierwsza tej postaci. SPRZECZNOSC.
Kazda liczba pierwsza p; € P jest dzielnikiem X. Gdyby tak byto,
to q dzielitoby X, wiec dzielitoby réwniez (2X)2. Skoro q jest
dzielnikiem N = (2X)2 + 1 oraz g miafoby dzieli¢ (2X)?, to g
musiatoby dzieli¢ réznice tych liczb, czyli 1. Oznacza to, ze g
musiatoby dzieli¢ 1. Ale q jest liczba pierwsza, wiec g > 1. Zatem
g ¢ P. Czyli zbiér wszystkich liczb pierwszych postaci n =1
(mod 4) jest nieskonczony.

Magdalena Kwiatkowska Porzadek w chaosie



Oszacowania n-tej liczby pierwszej

Twierdzenie: Niech p, bedzie n-tg liczbg pierwsza, wtedy

pn <227 4 1.4

Dowéd: Dla n =1 otrzymujemy p;1 =2 < 2+ 1,dlan=2
mamy p» = 3 < 3. Zatézmy, ze n > 3. tatwo zauwazy¢, ze dla

i # j otrzymujemy (F;j, ;) = 1. Zatem kazda z liczb Fermata
Fi1,Fo,..., Fn_o jest podzielna przez liczbe pierwsza nieparzystj,
ktéra nie dzieli pozostatych liczb Fermata. A stad wynika, ze

24 F1, Fa, ..., Fna, a takze 31 F1,F2,...,Fn_2. Otrzymujemy

pn < Fp2= 22n—2 + 1. o

*W. Marzantowicz, P. Zarzycki Elementarna teoria liczb Wydanie 2, PWN
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Oszacowanie Dirichleta

Czebyszew oszacowat, ze istnieja liczby dodatnie A, B, C takie, ze
dla wszystkich x > 2 mamy:

Ax < wv(x) < 2In(4)x

oraz
X X

inG = ") = Sy

gdzie

v(x) = Z In(p) =In (H p)

p<x p<x

Na dodatek wartosci B i C w przyblizeniu to B = 0,92129 oraz
C =1,1055.
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o Jedli liczba pierwsza Germain p przystaje do 3 (mod 4), to
odpowiadajaca jej liczba pierwsza 2p + 1 jest dzielnikiem
liczby Mersenne'a M, = 2P — 1.

e W kazdym przedziale liczb naturalnych (n,2n) jest @ liczb
pierwszych.

@ Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci 4k — 1
oraz 4k + 1 - twierdzenie Dirichleta i przyktad.

o Liczby pierwsze staja sie coraz rzadsze, a ich gesto$¢ mozna

opisa¢ jako ~ |n(1x)'

@ Sredni odstep miedzy kolejnymi liczbami pierwszymi to
~ In(x).

@ N-ta liczba pierwsza dla duzych n jest w przyblizeniu réwna
nin(n), tzn. p, ~ nin(n). °

®P. Ribenboim Mata ksiega wielkich liczb pierwszych, Wydawnictwo
Naukowo-Techniczne
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Dziekuje za uwage! )
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