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Pojecia wstepne

Przez przestrzeh rozumiemy przestrzen topologiczna.
Definicja
Pokryciem otwartym przestrzeni nazywamy rodzine zbioréw

otwartych, ktéra w sumie daje caty przestrzen. Rodzine pokry¢
otwartych przestrzeni X bedziemy oznacza¢ O(X).

Definicja
Rodzine zbioréw {U, : n € N} nazywamy ~y-pokryciem otwartym X,

jezeli dla kazdego x € X zbiér {n: x ¢ U,} jest skonczony.
Oznaczamy to {U, : n € N} € I'(X).



Pojecia wstepne

Definicja
Rodzine zbioréw U/ nazywamy w-pokryciem otwartym X, jezeli

X ¢ U oraz dla kazdego zbioru skonczonego F C X istnieje zbiér
U € U taki, ze F C U. Oznaczamy to U € Q(X).

Definicja

Rodzing zbioréw { U, : n € N} nazywamy A-pokryciem otwartym
X, jezeli dla kazdego x € X zbiér { n: x € U, } jest nieskonczony.
Oznaczamy to { U, : n € N} € A(X).



Definicja wtasnosci przestrzeni

Dla rodzin A, B € {O,T,Q} definujemy nastepujace wtasnosci,
ktére moze posiada¢ przestrzen:

S1(A, B): dla kazdego Us,Us, ... € A istnieja
Uielt,bbels..., takie ze

{U,:neN}eB,

Shin(A, B): dla kazdego U, Uy, ... € A istnieja zbiory skonczone
FireUh, o €EUsr..., takie ze

U FeB

neN

Usin(A, B): dla kazdego U;,Us, ... € A istnieja zbiory skonczone
Fr €Uy, Fr €Uy ..., takie ze

{{JFa:neN}eB.



Definicja
Wiasnos¢ Ug, (O, T) nazywamy wiasnosciag Hurewicza, Ug, (O, Q)
wtasnoscig Scheepersa oraz Sqn (O, O) wlasnoscia Mengera.

Definicja
Przestrzen X nazywamy przestrzenig Lindeléfa, jesli dla kazdego
U € O(X) istnieje V € O(X), takie ze V C U oraz |V| < No.



Schemat wtasnoci Mengera

DA



Przestrzen Baire'a

Definicja
Niech NI bedzie zbiorem wszystkich ciggéw liczb naturalnych, czyli
zbiorem wszystkich funkcji z N w N. Zbiér ten mozemy traktowac

o
jako produkt HN przeliczalnie wiele kopii N.

i=1
Jesli na zbiorze liczb naturalnych wprowadzimy topologie
przestrzeni dyskretnej, to na rozwazanym iloczynie mozemy
wprowadzi¢ topologie produktowa 7g. Przestrzen topologiczna
(NN 75) nazywamy przestrzenia Baire'a.



Uwaga

Niech P oznacza pewna wtasnos¢, taka ze istnieje zbiér w NV,
ktory nie posiada wtasnosci P. Przez non(P) oznaczamy minimalna
moc zbioru w NV, ktéry nie spetnia P.

Impikacje zachodzace pomiedzy przedstawionymi wtasnosciami w
klasie przestrzeni Lindeléfa mozna przedstawi¢ na diagramie:



Diagram Scheepersa

Hurewicz Scheepers Menger

Uﬁn(O, F) E—— Uﬁn(O,Q) — Sﬁn(0,0)
b 0 0
Sl( ,F) _— Sl(F,Q) — Sl(F,O)

0 0

| |

,I') _— Sl(Q,Q) — 51(0,0)
cov(M) cov. M
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Definicja liczb kardynalnych

Liczby znajdujace sie w diagramie s3 krytycznymi liczbami
kardynalnymi dla danej wtasnosci, czyli oznaczaja minimalna moc
podprzestrzeni NV, ktéra nie posiada danej whasnosci.
Przedstawimy teraz ich definicje:

Definicja

Dla f, g € NY zachodzi f <* g wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

k € N, takie ze dla kazdego n > k jest spetnione, ze f(n) < g(n).

Definicja

Niech f,g € NY. Zbiér D C N nazywamy dominujacym, gdy
(VfeNY)(3geD)(f <*g).

Minimalna moc zbioru dominujacego w N oznaczamy .



Definicja liczb kardynalnych

Definicja
Niech f,g € NY. Zbiér A C NN nazywamy ograniczonym, gdy:
(3geNY)(VFeA)(f <*g).

Zbiér A C NN nazywamy nieograniczonym, gdy nie jest ograniczony.
Minimalng moc zbioru nieograniczonego w NV oznaczamy b.

Uwaga

Zachodzi, ze b < 0.



Definicja liczb kardynalnych

Przypomnienie

Zbiorem pierwszej kategorii nazywamy zbicr, ktéry mozna
przedstawi¢ w postaci przeliczalnej sumy zbioréw nigdziegestych.
Definicja

Minimalna moc rodziny A zbioréw I-kategorii w przestrzeni R,
takich ze zachodzi | J A = R oznaczamy przez cov(M).



Woprowadzenie historyczne

Przypomnienie

Przestrzenig o-zwarta nazywamy przestrzen topologiczna, ktéra da
sie przedstawi¢ jako suma przeliczalnie wielu swoich podzbioréw
zwartych.

W 1924 roku Menger zaobserwowat, ze dla przestrzeni X, ktéra jest
o-zwarta zachodzi, ze posiada wtasnos¢, ze dla dowolnej bazy B tej
przestrzeni istnieja zbiory By, By, ... € B, takie ze
nlinN diam(B,) =0 oraz X = U B,.

neN
Postawit hipoteze, ze wtasnos¢ ta charakteryzuje o-zwarto$¢ w

klasie przestrzeni metrycznych, ktéra zostata p6zniej obalona przez
Sierpinskiego.



Woprowadzenie historyczne

Hurewicz przedstawit wiasnos¢ Mengera w réwnowaznej postaci bez
odwotywania sie do metryki, co pozwolito rozszerzyé wtasnos¢
Mengera na wszystkie przestrzenie topologiczne.

Wiasnos¢ Mengera jest jedng z najwazniejszych wtasnosci w
prezentowanej tematyce.



Kombinatoryczne wtasnosci pokryciowe

Kombinatoryczne wtasnosci pokryciowe sa wtasnosciami
topologicznymi opartymi na generowaniu pokrycia danej przestrzeni
topologicznej z ciggu pokry¢ tej przestrzeni. Pochodza one z
réznych obszaréw matematyki m.in. topologii, teorii mnogosci czy
teorii miary. Rozwazane wtasnosci nazywamy kombinatorycznymi,
poniewaz s3 powigzane ze struktura kombinatoryczna przestrzeni
Baire'a NV

Kombinatoryka odgrywa réwniez role w konstruowaniu przestrzeni
posiadajacych rozwazane wtasnosci.



Przyktad

Definicja
Przeksztatcenie p: X — NN nazywamy gérnie ciggtym , jesli dla
dowolnych liczb n, m € N zbiér

{xeX:p(x)(n) <m}

jest otwarty w X.

Twierdzenie

Przestrzen Lindeléfa X jest Sga(O, O) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego przeksztatcenia gérnie ciagtego ¢: X — NN obraz p[X] nie
Jest dominujacy.



Whiosek
ZachodZzi, ze non(S4n (0, 0)) = 0.

Dowdéd.

Jesli | X| < 0 to na mocy powyzszego twierdzenia X jest Sqn (O, O).
Niech X C NN bedzie zbiorem mocy d. Wezmy funkcje
identycznosciowa id: X — NN, Funkcja id jest gérnie ciagta oraz
obraz id[X] jest dominujacy. Zatem na podstawie przetoczonego
twierdzenia X nie spetnia Sg, (O, O). O



Dziekuje za uwage!



Bibliografia

A. Blass, Combinatorial cardinal characteristics of the
continuum Handbook of Set Theory

P. Szewczak, Autoreferat

A. tukasik, Charakteryzacja kombinatoryczne wtasnosci
pokryciowych



