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Wprowadzenie

Problemy optymalizacyjne

®* Mamy dany zbiér rozwigzan dopuszczalnych oraz funkcje celu

® Chcemy wybraé rozwiazanie, ktére minimalizuje/maksymalizuje
funkcje celu

¢ Dla niektérych probleméw znamy efektywne (wielomianowe)
algorytmy

® Dla pewnych klas probleméw takie algorytmy (raczej) nie istnieja

® Pomyst: pogorszy¢ doktadnos$¢ rozwiazania na rzecz szybkosci
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Wprowadzenie

Algorytm aproksymacyjny

Algorytm A nazywamy algorytmem «-aproksymacyjnym, jesli spetnia on
nastepujace warunki:
® dziata w czasie wielomianowym,
® zawsze zwraca rozwigzanie dopuszczalne,
e dla kazdych danych wejéciowych = zachodzi A(x) < o- OPT(x)
(dla probleméw maksymalizacji A(z) > a- OPT(z)

Uwaga: dla probleméw minimalizacji a > 1, za$ dla probleméw maksyma-
lizacji o < 1
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Pokrycie wierzchotkowe

Problem pokrycia wierzchotkowego

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym. Pokryciem wierzchot-
kowym grafu G nazywamy dowolny podzbiér C' C V, taki ze kazda krawedz
ma przynajemniej jeden koniec w zbiorze C.

Z6tty zbiér wierzchotkéw stanowi pokrycie wierzchotkowe. Niebieski zbior
nie jest pokryciem — nie pokrywa krawedzi {D, E'}.
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Pokrycie wierzchotkowe

Problem pokrycia wierzchotkowego

e Mamy dany graf nieskierowany G = (V, E)

Szukamy pokrycia wierzchotkowego o minimalnej liczbie
wierzchotkéw

Nie znamy zadnego algorytmu wielomianowego dla tego problemu

Istnieje jednak algorytm 2-aproksymacyjny
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Pokrycie wierzchotkowe

Algorytm 2-aproksymacyjny

Dane wejsciowe: Graf G = (V, E)
Wynik: Pokrycie wierzchotkowe C'

1 C =g,

2 while F # @ do

3 wybierz dowolng krawedz e = {u,v} z F;
4 C=CU{u,v};
5 usun z E wszystkie krawedzie incydentne z u lub v;
6 end
7 return C

Czas dziatania: O(|V| + | E))

Jakub Sokotowski 6/24



Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad

Przeanalizujemy dziatanie algorytmu na przyktadzie powyzszego grafu.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad

Wybieramy krawedz {B,C'}.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad

Wierzchotki B i C' dodajemy do pokrycia.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Usuwamy krawedzie incydentne z B lub C.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Wybieramy krawedz {E, F'}.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Wierzchotki E i ' dodajemy do pokrycia.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Usuwamy krawedzie incydentne z E lub F.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Wybieramy krawedz {D, G}.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Wierzchotki D i G dodajemy do pokrycia.
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Pokrycie wierzchotkowe

Przyktad
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Usuwamy krawedzie incydentne z D lub G. Algorytm konczy dziatanie.
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Pokrycie rzchotkowe

Przyktad

%

Optymalne pokrycie zawiera tylko 3 wierzchotki.

Jakub Sokotowski



Pokrycie wierzchotkowe

Dowéd poprawnosci

Twierdzenie

Przedstawiony algorytm zawsze zwraca pokrycie wierzchotkowe, ktére za-
wiera co najwyzej 2 razy wiecej wierzchotkdéw niz pokrycie optymalne.

Dowod

® Petla jest wykonywana tak dtugo, jak w grafie sg niepokryte
krawedzie, wiec utworzony zbidr jest pokryciem wierzchotkowym.

e Niech C* — pokrycie optymalne, C — pokrycie znalezione przez
algorytm, A — zbiér krawedzi wybranych przez algorytm.

e Krawedzie z A nie maja wspdlnych wierzchotkéw, wiec |C*| > |A|.
e Kazda krawedz dodaje do pokrycia C' dwa wierzchotki: |C| = 2|A|.
e Stad |C| = 2|A| < 2|C™|. O
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Algorytm wielomianowym schematem aproksymacyjnym, jesli dla do-
wolnych danych wejéciowych oraz dowolnego ao > 1 (0 < o < 1) zwraca on
rozwigzanie co najwyzej « razy gorsze od optymalnego oraz dziata w czasie
wielomianowym dla ustalonego a.

Przyktadem problemu, ktéry posiada wielomianowy schemat aproksyma-
cyjny jest problem plecakowy.
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Problem plecakowy

Problem plecakowy

Dane wejsciowe:

Cel:

wartosci kolejnych przedmiotéw: v;, dlai=1,...,n
wagi kolejnych przedmiotéw: w;, dlai=1,...,n
pojemno$¢ plecaka: W

szukamy podzbioru P C {1,...,n}

chcemy zmaksymalizowaé taczng wartosé

Zvi — max

i€P
nie mozemy przekroczyé pojemnosci plecaka

Zwi < w
ieP
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Problem plecakowy

Algorytm doktadny

® Zamiast rozwigzywaé caty problem od razu, bedziemy rozwiazywaé
coraz wieksze podproblemy

e T[i,j] — minimalna waga konieczna do osiagniecia wartosci j, gdy
mamy do dyspozycji pierwsze i przedmiotéw (lub oo, gdy sie nie da)

e Korzystamy z zaleznosci rekurencyjnej:

T, j] =min{T[i — 1, j], w; + T[i — 1, j —v;]}

® Rozwigzanie problemu mozna odczytac z ostatniego wiersza tabeli
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Problem plecakowy

Przyktad
Nr przedmiotu % 1 2 3
Wartos¢ p; 2% 18 3% Winaz = 10 kg
Waga w; 4kg | 2kg | 5 kg
01 2 3 4 5 6
010 |0 | 00|00 |00 | 00| 0
1101 4 4 | oo | o0 | 00| 00
210 | 2 4 6 |0 | 00| o0
310 2 4 5 7 9 |11

T[2, 1] = min{T[1, 1], wa + T'[1, 0]} = min{4,2+ 0} =2

Rozwiazanie optymalne: wez przedmioty 1 i 3 (warto$¢ 5, waga 9).
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Problem plecakowy

Przyktad
Nr przedmiotu % 1 2 3
Wartos¢ p; 2% 18 3% Winaz = 10 kg
Waga w; 4kg | 2kg | 5 kg
01 2 3 4 5 6
010 |0 | 00|00 |00 | 00| 0
1101 4 4 | oo | o0 | 00| 00
210 | 2 4 6 |0 | 00| o0
310 2 4 5 7 9 |11

Czas dziatania: O(n Y. v;) = O(n*Vmaz) = O(n? 2108 Vmaz)
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Problem plecakowy

Schemat aproksymacyjny

e Ustalamy doktadno$¢ aproksymacji € > 0
® Wyliczamy parametr zaokraglania b = =¥maz

® Wartosci przedmiotéw bedziemy zaokraglaé:

o= 3] stad v =[]

e Uzywamy algorytmu doktadnego do problemu z wagami v}

Czas dziatania bedzie wynosit O(n?|2]) = O(™) - wielomian dla
ustalonego ¢

Traktujemy uzyskany zbiér przedmiotéw jako rozwigzanie wyjsciowego
problemu
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Problem plecakowy

Schemat aproksymacyjny

Twierdzenie

Wynik zwrécony przez opisany wyzej algorytm stanowi co najmniej (1 — )
wartosci rozwigzania optymalnego.

Dowéd

® Niech D — optimum dla wag v;, A — optimum dla wag v,
* Przyjelidmy v; = [ ]
* Gdybysmy wzieli vj' = | %]b, to uzyskany zbiér bytby taki sam

® Zachodzi v; — b < v/ <
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Problem plecakowy

Schemat aproksymacyjny

® Stad ponizszy ciag nieréwnosci:

D v >

€D
Y (vi=b) >
€D

§ 'Uz_nb—g Vi — EVmaz 2

€D i€D

Z’L)j-&ZUZ‘:(l—E)ZUi

€D €D €D
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bo v; > v;

bo A jest optimum dla wag v

bo v > v; — b
bo |D| < n

bo Vinaz < Z (%
€D
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Problem komiwojazera

Mamy dany graf petny wraz z wagami na jego krawedziach. Szukamy cyklu
Hamiltona o najmniejszej sumie wag.

4 4
5 1 5 1
A 2 B A 2 B

Czerwony cykl w K4 ma taczny koszt 10, niebieski ma koszt 12.
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Nieaproksymowalnos¢

TSP i aproksymacje

® TSP jest blisko powigzany z problemem cyklu Hamiltona

() ) O

/ / O

® Problem cyklu Hamiltona jest N P-zupetny, wiec podejrzewamy, ze
nie mozna go rozwigzaé w czasie wielomianowym

® Mozna pokazaé, ze jakikolwiek algorytm aproksymacyjny dla TSP
pozwolitby rozwigzaé problem cyklu Hamiltona
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Nieaproksymowalnos¢

TSP i aproksymacje

Twierdzenie

Jesdli dla problemu cyklu Hamiltona nie istnieje algorytmy wielomianowy,

to dla problemu komiwojazera nie istnieje algorytm a-aproksymacyjny dla
zadnego a > 1.

Dowéd

® Zatézmy, ze dla pewnego o > 1 istnieje algorytm «-aproksymacyjny
dla problemu komiwojazera

® Pokazemy, ze z pomoca tego algorytmu moglibySmy znajdowaé cykle
Hamiltona w czasie wielomianowym
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Nieaproksymowalnos¢

Dowédd — c.d.

® Niech G = (V, E) — graf, w ktérym chcemy znalez¢ cykl Hamiltona
® Tworzymy graf petny G' = (V, E')
e Krawedziom z pierwotnego grafu nadajemy wage 1

® Nowym krawedziom nadajemy wage «|V| + 1
(o)
a1
1@\41
L L
(4) () 1——®)

Przyktad dla a = 10

Jakub Sokotowski 20 /24



Nieaproksymowalnos¢

Dowédd — c.d.

e Jedli graf G zawiera cykl Hamiltona, to w G’ na pewno istnieje cykl
o koszcie |V

® \Wtedy algorytm aproksymacyjny na pewno zwréci cykl o koszcie nie
wigkszym niz a|V|

e Jedli graf G nie zawiera cyklu Hamiltona, to kazdy cykl w G’ ma
koszt co najmniej

(@VIi+ 1)+ (V[ =1) = V[ +[V]>alV]|

e Sprawdzajac, czy zwrdcony koszt jest wiekszy czy mniejszy od a|V|
moglibyémy w czasie wielomianowym odszukaé cykl Hamiltona. [
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Podsumowanie

Podsumowanie

® Poznalismy tylko kilka podstawowych poje¢ z zakresu algorytméw
aproksymacyjnych

® Jest to bardzo rozlegta i intensywnie badana dziedzina algorytmiki

e |Istnieje wiele ciekawych technik projektowania algorytméw
aproksymacyjnych

® Programowanie liniowe, przeszukiwanie lokalne, randomizacja czy
algorytmy zachtanne to niektére z tych technik
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