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Motywacja



Gtowne cele

Ja dostaje:

ATRADE OFFERA

® waszg uwage
ireceive: youreceive: Wy dostajecie:
Odpowiedzi na nastepujace pytania
® Czy kazdy ideat | C k[x1,...,xp] ma
skonczong baze?
¢ Czy majac wielomian f € k[xi,...,xp| i ideat
| = (fi,...,fs) mozemy okresli¢ czy f € I?
® Jak znalez¢ wszystkie wspélne rozwiazania
uktadu réwnan wielomianowych w k" postaci:

Alxt, .. xn) = =f(x1,...,xn) =0
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Definicje



Definicja
Porzadkiem jednomianéw > w k[xi, ..., x,] nazywamy relacje na zbiorze jednomianéw
x*, gdzie a € ZZ, spetniajaca wiasnosci:

1. > jest liniowym porzadkiem w ZZ,

2. Jezelia>pBiyeZl toa+y>p+7,

3. > jest dobrym uporzadkowaniem w Z3,, tzn. kazdy niepusty podzbiér ZZ, ma
najmniejszy element wzgledem relacji >.
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Definicje cd.

Definicja (Porzadek leksykograficzny)
Niech o = (a1,...,an) i 8= (B1,--.,58n) beda w ZZ,. Méwimy, ze o >jex 3, gdy
najbardziej lewy niezerowy wyraz réznicy wektoréw o — 3 € Z" jest dodatni. Bedziemy
pisaé x® > X0, gdy @ >jex .
Przyktad
W k[x,y,z]:

* x2y3 > v*2° < (2,3,0) >jex (0,4,5), bo a — 3= (2,—1,-5)

o x*y325 > x*y322 & (4,3,5) >jex (4,3,2), bo a — 3= (0,0,3)

® (1,0,0) >jex (0,1,0) >/ex (0,0,1), wieC X >jex ¥ >ex Z
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Definicje cd. cd.

Definicja (Stopniowy porzadek leksykograficzny)
Niech a, 3 € Z%,. Méwimy, ze o >g1ex 3, jezeli

la| = Zai > |0 = Zﬁi lub o] = 8] i @ >1ex B
i—1 i—1

Przyktad
W k[x,y,z]:
* xy3z% > gex x*y2 & (1,3,4) >gnex (4,3,0), bo [(1,3,4)] =8 > |(4,3,0)| =7,
® X2y325 >grlex X2y2z6 <~ (27 37 5) >grlex (27 27 6): poniewai |(2, 37 5)| = |(27 276)|
oraz (2,3,5) >ex (2,2,6).
Widzimy wiec, ze porzadek grlex najpierw porzadkuje wedtug stopnia catkowitego, a w

przypadku remisu 'rozstrzyga' porzadkiem leksykograficznym.
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Definicje cd. cd. cd.

Definicja
Niech f =" anx® bedzie niezerowym wielomianem w k[xi, ..., x,] i niech > bedzie
porzadkiem jednomianéw. Oznaczamy
(i) wielostopieri f przez multideg(f) = max{a € Z%; : a, # 0}, gdzie maksimum
jest brane wzgledem >
(i) wspétczynnik wiodacy LC(f) = apuitideg(r) € K
(i) Monomian wiodacy LM(f) = x™ultides(f)
(iv) Wyraz wiodacy LT(f) = LC(f) - LM(f)

Przyktad
Dla f = 4xy22 +322 —3x3 + 7x222 porzadku lex mamy

multideg(f) = (3,0,0), LC(f) = —3, LM(f) = x3, LT(f) = —3x>
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Dzielenie z reszta w k[xi, ..., X,]



Dzielenie z resztg w k[xi, ..., X,

Twierdzenie (Algorytm dzielenia w k[xg, . .., x,])

Niech > bedzie porzadkiem jednomianowym na ZZ i niech F = (f1, ..., f)
uporzadkowana s-tka wielomiandw z k[xi, ..., x,]. Wéwczas kazdy wielomian
f € k[x1,...,xn] mozna zapisa¢ w postaci

f=aqifi+ - +aqsfs+r,

gdzie g, r € k[x1,...,xp], oraz r = 0 albo r jest kombinacja liniowa z wspétczynnikami
z k, jednomiandw, z ktérych zaden nie jest podzielny przez LT(f1),. .., LT(fs).
Wielomian r nazywamy resztg z dzielenia f przez F i oznaczamy przez r = .
Ponadto, jedli g;f; # 0, to zachodzi nieréwnosé

multideg(f) > multideg(q;f;).
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Input:fi,....[s f
Output : gy, ...,qs, "

WHILE p # 0 DO
i=1
divisionoccurred := false
WHILE i < s AND divisionoccurred = false DO
IF LT(f;) divides LT(p) THEN
qi = qi+ LT(p)/L1(f})
pi=p— @T(p)/LT(fi))fi

divisionoccurred = true

ELSE
i=i+1
IF divisionoccurred = false THEN
r:=r+LT(p)

p:=p—Lr1(p)
RETURN q1,....¢s. 1
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Dzielenie z resztg w k[xi, ..., X,

Przyktad
Niech f = x"y? + x3y? —y +1, oraz F = (f, ) = (xy?> — x, x — y3) wykonamy
dzielenie z reszta dla porzadkéw lex i grlex odpowiednio.
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Dzielenie z resztg w k[xi, ..., X,

Przyktad
Niech f = x"y? + x3y? —y +1, oraz F = (f, ) = (xy?> — x, x — y3) wykonamy
dzielenie z reszta dla porzadkéw lex i grlex odpowiednio.

(lex):

f=(xy? — x)(x® + X%y + x*y? + x* + X3y + x2y% + 2x2 + 2xy 4+ 2y% +2)
+(x=yHC+ Xy +xP +x3y 2+ 2xy +2) + (22 -y + 1)
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Dzielenie z resztg w k[xi, ..., X,

Przyktad
Niech f = x"y? + x3y? —y +1, oraz F = (f, ) = (xy?> — x, x — y3) wykonamy
dzielenie z reszta dla porzadkéw lex i grlex odpowiednio.

(lex):

f=(xy? — x)(x® + X%y + x*y? + x* + X3y + x2y% + 2x2 + 2xy 4+ 2y% +2)
+(x=yHC+ Xy +xP +x3y 2+ 2xy +2) + (22 -y + 1)

(grlex):
f=0C+x) 0% =x)+0-(x=y*) + (x"+ x> -y +1)
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Twierdzenie Hilberta o bazie i bazy Grobnera



Twierdzenie Hilberta o bazie

Definicja
Niech | C k[x1,...,xn] bedzie ideatem réznym od {0} oraz niech ustalony bedzie
porzadek jednomianowy na k[xi, ..., x,]. Wowczas:

(i) Przez LT(/) oznaczamy zbidér wyrazéw wiodacych wszystkich niezerowych
elementéw ideatu /, tzn.

LT(/) = {x® | 3f € 1\ {0} : LT(f) = ex® }.

(ii) Przez (LT(I)) oznaczamy ideat generowany przez elementy zbioru LT(/).
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Twierdzenie Hilberta o bazie

Twierdzenie (Twierdzenie Hilberta o bazie)

Kazdy ideat | C k[x1,...,x,] jest skoficzenie generowany, tzn.

I ={g1,...,8:), dlapewnychgi,...,gt€l.

Definicja (Baza Grobnera)

Ustalmy porzadek jednomianowy w pierscieniu wielomianéw k[x, ..., x,]. Skoficzony
podzbidr
G={g1,...,8}) C I Ckx,...,xn],

gdzie | # {0}, nazywamy bazg Grobnera, jesli
(LT(g1),---,LT(ge)) = (LT())).
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Algorytm Buchbergera



S-wielomian

Definicja
Niech f, g € k[x1,...,x,] beda niezerowymi wielomianami. S-wielomianem
wielomianéw f i g nazywamy kombinacje:
lem(LM(f), LM(g)) , _ lem(LM(F). LM(g))
LT(f) LT(g) &

S(fag) =

Przyktad
Niech f = xy2z% + xy — yz oraz g = y — z> w k[x, y, z] z porzadkiem lex. Wéwczas
lem(LM(f),LM(g)) = xy?z% a wiec

2.2 2.2
XY~z Xy~zZ
S(f,g) = 4 f — 4 -g:(xy222+xy—yz)—xyzz-(y—z3):xy—yz+xy25.

xy2z2
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Algorytm Buchbergera

Twierdzenie (Kryterium Buchbergera)

Niech | bedzie ideatem wielomianowym. Wéwczas baza

G:{glu"‘7gt}

ideatu | jest bazg Grobnera tego ideatu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary i # j
reszta z dzielenia S(g;i, gj) przez G w pewnej ustalonej kolejnosci jest réwna zeru.
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Algorytm Buchbergera

Przyktad
Niech | = (y — x2,z — x3). Przypuszczamy, ze G = {y — x?,z — x3} jest baza
Grobnera z porzadkiem y > ey Z >jex X. Rozwazmy S-wielomian

S(y —x%,z—x%) = E(y —x?) — E(z —x3) = =2 + yxd,
y z

Nastepnie korzystamy z dzielenia z reszta i otrzymujemy

2%+ =3y =)+ () (z—x®)+0

zatem widzimy, ze S(y — x2,z — x3) = 0, wiec z Kryterium Buchbergera G jest baza
Grobnera.
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Algorytm Buchbergera

Twierdzenie (Algorytm Buchbergera)

Niech | = (f1,...,f;) # {0}. Baza Grobnera ideatu | moze zostaé skonstruowana w
skonczonej liczbie krokdéw za pomoca nastepujacego algorytmu:

Input: F = (f,...,1)

Output: Grobner basis G = (g1, . ..,g¢) for I, with F C G

G =F
REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q}, p# q, in G’ DO

r=5(pq)°

IF r #0 THEN G := G U {r}
UNTIL G =G’
RETURN G
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Algorytm Buchbergera

Przyktad
Rozwazmy k[x, y] z porzadkiem grlex i niech | = (f1, f) = (x3 — 2xy, x%y — 2y? + x).
Wiemy, ze {fi, 2} nie bedzie baza Grébnera dla | poniewaz

LT(S(f, ) = —x* ¢ (LT(),LT(%)).

Wyznaczymy baze Grobnera dodajac wiecej wielomianéw do /.
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Algorytm Buchbergera

Przyktad
Rozwazmy k[x, y] z porzadkiem grlex i niech | = (f1, f) = (x3 — 2xy, x%y — 2y? + x).
Wiemy, ze {fi, 2} nie bedzie baza Grébnera dla | poniewaz

LT(S(f, h)) = —x* ¢ (LT(f),LT(f)).
Wyznaczymy baze Grobnera dodajac wiecej wielomianéw do /.

Lemat

Niech G bedzie baza Grobnera ideatu | C k[xi, ..., x,]. Niech p € G bedzie takim
wielomianem, ze LT(p) € (LT(G \ {p})). Wtedy G \ {p} jest réwniez baza Grobnera
dla /.

21/27



Algorytm Buchbergera

Definicja
Zredukowang baza Grobnera dla ideatu wielomianowego | nazywamy baze Grobnera G
taka, ze:
(i) LC(p) =1 dla kazdego p € G
(ii) Dla kazdego p € G, zaden jednomian p nie lezy w (LT(G \ {p})).

Twierdzenie
Niech | # {0} bedzie ideat wielomianowym. Wtedy dla danego porzadku jednomiandw,
I ma zredukowang baze Grobnera i jest ona zadana jednoznacznie.
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/astosowania



Problem przynaleznosci do ideatu

Przyktad

Niech | = (f, f) = (xz — y?,x3 — z2) € C[x, y, z] z porzadkiem grlex. Niech
f = —4x?y?z? + y® + 325 Chcemy wiedzie¢, czy f € |.

Z kryterium Buchbergera wiemy, ze

felaef =0
Za pomoca algorytmu Buchbergera® i Maculay2 wyznaczamy baze Grobnera
G={f,h f 06} ={xz—y* x> - 22 x%% - 23, xy* — z* y® — 25}
Nastepnie dzielimy f przez G i otrzymujemy
f=(—4xy°z—4y")- A+0-H+0-f5+0-f+(-3) - f5+0

skoro reszta wynosi zero, to f € [.
Maculay2 liczy bazy Grébnera innymi bardziej efektywnym algorytami 24/27




Problem rozwigzywania réwnan wielomianowych

Przyktad

Rozwazmy uktad réwnan w C3

Xty +22 =1,
x2+22:y,

X =2z

te réwnania zadaja nam ideat | = (x> + y? + 22 — 1,x> + 22 — y,x — z) C C[x, y, z].
Chcemy znalez¢ rozwigzanie tego réwnania, czyli punkty

V() ={(x,y,z) € C3: f(x,y,z) =0, Vfell
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Problem rozwigzywania réwnan wielomianowych

Przyktad cd.
Wyznaczmy zredukowana baze Grobnera G ideatu | z porzadkiem leksykograficznym.
Otrzymujemy

g1 =x—-2z

& =y—27

g3:24+%z2—;11.

Widzimy, ze wielomian g3 zalezy tylko od z, wiec rozwigzujemy réwnanie kwadratowe

dla z? i dostajemy
1
z= izx/i\/é ~1.

Nastepnie mozemy je wstawi¢ do réwnan g» = 0 i g3 = 0, ktére moga by¢ rozwigzane
w sposéb jednoznaczny ze wzgledu na x i y

V() = {x =2,y = _H“/_ - \/ V5 - 1) .



Koniec

Dziekuje za uwage.

=N

Bruno Buchberger

Wolfgang Grobner
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https://www.youtube.com/watch?v=rdzwl4t6XSM
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