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Sterty - definicja

Sterta nazywamy pare (H,[—, —, —]) ztozona z niepsutego zbioru H i
tréjargumentowej funkcji

[-,——]:HxHxH—H, (x,y,2z) — [x,y, 2],
spelniajacej dla wszystkich v, w, x, y,z € H warunki:
[V7 w, [X,y,Z]] - [[V7 W7X]7yvz]7

[x,x,y] =y, x,x] =y,

Jesli dodatkowo dla wszystkich x, y,z € H zachodzi reguta przemiennosci
stert, czyli

[XayaZ] = [ZvvaL

to sterte H nazywamy stertg abelowa.
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Sterty - przyktady

Niech H = {e} oraz [e, e, e] = e. Wtedy (H,[—, —, —]) jest sterta.
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Sterty - przyktady

Niech H = {x, y} oraz niech [, —, —] : H x H x H — H bedzie funkcja
okreslong w nastepujacy sposdb:

x,x,y] =y, x,x] =y,

v,y,x] = [x,y,y] = x,

[x, x, x] = x,

.y, yl =y,
[y, x] =y,
by, x y] = x.
Wtedy (H, [—, —, —]) jest sterta abelowa.
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Sterty - przyktady

Jedli (G, +) jest grupa to zbiér G z dziataniem [x,y,z] = x —y + z dla
wszystkich x,y,z € G jest stertg.
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Sterty - przyktady

Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy dla wszystkich elementéw
g € G warstwa g + H z dziataniem tréjargumentowym [a, b,c] =a—b+c¢
okredlonym dla wszystkich a, b,c € g + H jest sterta.
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Sterty - przyktady

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng stowarzyszong z przestrzenia liniowa
V, rozpieta nad ciatem K. Okreslmy dziatanie tréjargumentowe na zbiorze
A przez

[a,b,c] = a+ bc,

gdzie a, b, c € A, natomiast bc jest wektorem o poczatku w punkcie b i
koncu w punkcie ¢. Wéwczas para (A, [—, —, —]) jest sterta abelowym.
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Sterty - witasnosci

Stwierdzenie
Niech (H,[—, —, —]) bedzie sterta. Wtedy dla wszystkich x,y,z,v,w € H

[V7 W, [XaYaZ]] = [Vv [Y7X’ W],Z].
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Sterty - wtasnosci

Niech (H,[—, —, —]) bedzie sterta abelowa.

Dla wszystkich i € {1,2,...,2n + 1} oraz dla kazdej permutacji o zbioru
{1,3,...,2n+ 1} i dla kazdej permutacji 7 zbioru {2,4,...,2n} zachodza
réwnosci:

[h1,...; hiza, hi, hiy higa, .. hopa] = [he, .. b1, higa, ..., hop—1],
oraz

[h1, h2, ..oy hany1] = [ho(1), hr2)s ho(3)s 5 Po(2ns1))-
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Sterty - witasnosci

Stwierdzenie

Niech (H,[—, —, —]) bedzie sterta. Wezmy dowolny element e € H i
zdefiniujmy dziatanie dwuargumentowe ¢, na zbiorze H nastepujaco

0o Hx H— H, xoey =[x, e,y],

dla wszystkich x,y € H. Wtedy (H, e, €) jest grupa, w ktorej element e
jest elementem neutralnym, a element odwrotny do x € H jest dany przez
x~1=e, x,el
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Homomorfizm stert

Homomorfizmem stert (H,[—, —, —]) i (H,[—, —, —]) nazywamy funkcje
¢ : H — H taka, ze dla wszystkich x,y,z € H zachodzi

o([x,y,2]) = [¢(x), ¢(y), (2)]-
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Sterty - witasnosci

Stwierdzenie

Niech bedzie dana sterta H oraz elementy e, f € H. Wtedy funkcja
Tgi(H,Oe,e)—>(H,<>f,f), X'—>X<>ef:[x,e,f],

jest izomorfizmem grup (H,¢e, €) i (H,or, f).
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Przyktad

Zbi6r Zs wraz z dziataniem [x, y,z] = (x — y + z)s, dla x,y,z € Zs jest
sterta. Przeanalizujmy dziatanie ¢3 grupy (Zs, 3, 3).

3|0 1 2 3 4
012 3 4 01
113 401 2
214 01 2 3
3101 2 3 4
411 2 3 40

Grupa (Zs,©3,3) jest grupa izomorficzna z grupa Zs, a izomorfizm tych
grup jest dany wzorem 73(x) = (x + 3)s.

x |0|1]2]3]4
$(x)[3]4]0[1]2
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Sterty a wigzary

Wiazarem nazywamy sterte abelowa (T, [—, —, —]) wyposazona w faczne
dziatanie dwodargumentowe -, ktére nazywamy mnozeniem, takie, ze
dziatanie - jest rozdzielne nad dziataniem sterty [—, —, —], co oznacza, ze
dla wszystkich a,b,c,d € T

a-[b,c,d|=[a-b,a-c,a-d] oraz [a,b,c]-d=][a-d,b-d,c-d|.
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Sterty a wigzary

Jedli (R, +, ) jest pierscieniem to to zbiér R z dziataniem sterty
[r,s,t] =r —s+ tdlas,t,r € Rimnozeniem piericienia - jest wigzarem.
Wiazar ten oznaczamy przez T(R).
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Sterty a wigzary

Jedli wigzar T posaida element absorbujacy e € T, to grupa (T,¢e,€) z
dziataniem mnozenia w wigzarze T jest pierscieniem. Tak okreslony
pierscien oznaczamy przez R(T,e).
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Definicja przestrzeni afinicznej

Przestrzenig afiniczng nad ciatem F nazywamy tréjke (A, G,w), gdzie
A jest niepustym zbiorem, G jest przestrzenia liniowa nad ciatem FF, a
w:AXx A — G jest funkcja taka, ze

o dla kazdego a € Ai g € G istnieje b € A, ze w(a, b) = g,

e dla kazdych a, b € A zachodzi w(a, b) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
a=b,

e dla kazdych a, b,c € A mamy w(a, b) + w(b, c) = w(a, ¢).
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T-grupy

Niech T bedzie wigzarem. Grupe abelowa G wraz z dziataniem
-: T x G — G takim, ze dla wszystkich t,t',t” € T oraz g,h € G mamy

t,t',t"]-g=t-g—t - g+t'-g
oraz

t-(g+h)=t-g+t-h
nazywamy T-grupa.
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Przestrzenie T-afiniczne

Niech T bedzie wigzarem, A niepustem zbiorem, G bedzie T-grupg oraz
pa: G — Sp bedzie monomorfizmem takim, ze odwzorowanie

GxA—AxA (g3a) (palg)(a),a)

jest bijekcja. Tréjke (A, G, pa) nazywamy przestrzenig T-afiniczng.

Ustalmy odwzorowanie w : G x A — A. Trédjka (A, G,w) jest przestrzenia
afiniczna nad ciatem F wtedy i tylko wtedy gdy dla pa(g)(a) := w(g, a)
trojka (A, G, pa) jest przestrzenig T (IF)-afiniczna.
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