Proces Wienera i Lemmat Ito: podstawy modelowania stochastycznego w finansach
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Proces stochastyczny

Proces stochastyczny to zmienna, ktora zmienia sie w czasie w sposob niepewny i losowy.

W tym plakacie opracujemy proces stochastyczny o zmiennej ciggtej i czasie ciggtym dla cen akcji.

Proces Markova

Proces Markowa to proces stochastyczny, w ktorym tylko obecna wartos¢ zmiennej ma znaczenie
przy przewidywaniu przysztosci. Historia przeszta jest nieistotna.

Przyktad: Jesli cena akcji IBM wynosi teraz 100%, a akcje podazaja wedtug procesu Markowa,
prognozy przysztej ceny zalezg wytgcznie od obecnej ceny, a nie od cen z przesztosci.

Mechanizm rynkowy: Zatozenie, ze ceny akcji podlegajg procesowi Markowa, wynika z hipotezy
efektywnego rynku. Gdyby ceny miaty przewidywalny wzorzec oparty na ich historii, racjonalni

Procesy stochastyczne pochodne od procesu Wienera

Lemat Ito — intuicja I twierdzenie

Uogodlniony proces Wienera

Proces z parametrami statymi

dr =adt+bdz

" q,b - state

* Eldx] = adt

= Var[dz] = b* dt

= Az = aAt + bev/At

Zastosowanie:
Modele z linfowym dryfem i statg zmiennoscia.

Proces ItO

Proces z parametrami zaleznymi
dr = a(x,t)dt + b(x,t)dz

= a(x,t),b(x,t) - funkcje

* Eldx] = a(x,t) dt

= Var[dz] = b%(x, t) dt

= Az = alx, t)At + b(x, t)ev/ At

Zastosowanie:
Modele nieliniowe, finansowe (GBM, $rednia

Intuicja: Lemat It6 pozwala okreslic, jak zmienia sie funkcja G(x, t) w czasie, gdy sama zmienna
x podlega stochastycznemu procesowi z dryfem a(z, t) i zmiennoscia b(z, t).

Kluczowa obserwacja: W rachunku stochastycznym, w przeciwienstwie do rachunku klasy-
cznego, kwadrat przyrostu procesu Wienera (dz)2 zachowuje sie jak dt. To powoduje, ze
rozwiniecie Taylora funkcji G musi uwzgledniac skradnik drugiego rzedu wzgledem dx.

Twierdzenie (wersja ogolna): Jesli dx = a(x,t)dt + b(x, t)dz, to dla dostatecznie gtadkiej funkcji

G(x,1):
0G  0G 10°G , oG
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dx =0(u—x)dt + odz dS/S = udt + odz

--- Cena poczatkowa So = 100.0

Proces Wienera (Ruch Browna)
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Whiosek: G dziedziczy to samo zrodto niepewnosci (dz) co x, ale jej dynamika jest mody-
fikowana przez lokalne wtasnosci funkcji (pochodne).

/mienna z podlega procesowi Wienera, jezeli spetnia nastepujgce warunki:

1. Zmiana w matym przedziale czasu At:

Az . Zastosowanie lematu Ito do wyceny kontraktow forward
Az = eV At g TI ') é
gdzie e ~ N(0,1) ma standardowy rozktad normalny. °‘ \ f"; 140 | Niech cena aktywa bazowego S podlega geometrycznemu ruchowi Browna:
2. Zmiany w roztacznych przedziatach czasu sa niezalezne (wtasnos¢ Markowa). ; ) ‘7-»,_‘._‘, 3 . | o fAL | o dS = uSdt+ oS dz,
Witasnosci: g S ) B ANR AN AP gdzie u to oczekiwana stopa zwrotu, o — zmiennosc, dz — przyrost procesu Wienera.
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* Wariancja Az = At | ” F(t,T) = S()e" 1),
= Odchylenie standardowe Az = VAt %0 02 04 06 08 0 00 02 04 06 08 Lo

Czas Czas

odzie r to stata stopa wolna od ryzyka.

Dla przedziatu czasu 7"

Stosujac lemat 1t6 do F'(t,T'), mamy:

2(T) — 2(0) ~ N(0,T) Figure 2. Proces Ité (lewo): dx = (u — x)dt + odz, § = 10.0, = 0.0, o = 0.5, 79 = 2.0. Wykazuje $rednia regresje.

Geometryczny Ruch Browna (prawo): dS/S = udt + odz, Sy = 100.0, = 0.15, o = 0.3. Modeluje ceny z OF HT—) O2F OF HT—)
. Proces Wienera: Wiele sciezek Proces Wienera: Wplyw At Iog—normalnym rozktadem. % = € ) 852 — 07 E — —7”56 )
. , Geometryczny Ruch Browna (Geometric Brownian Motion) Zatem proces stochastyczny dla ceny forward;
aF = |22 5% a1 059t
J, W '*.«J.l., Wi/ L. i — . _ gS—udz.
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Figure 1. Proces Wienera w dziataniu. Lewy panel: kilka niezaleznych losowych sciezek. Prawy panel: . Zastosowania:
zmniejszanie kroku czasowego At ilustruje, dlaczego $ciezki procesu Wienera sa tak nieregularne (,zabkowane”) Filozofia modelu: = Symulacje Monte Carlo | o | | N
~ poniewaz zmiana z w czasie At jest proporcjonalna do \/Kt 2 e dlo Ad |I’1W€StOI’ZV OCZGkUja Sta+ej Stopy ANTOEU Y - Black-Schol 1] éc;kénOClléluglooC;%Zogs Futures, and Other Derivatives. Pearson Prentice Hall, Upper Saddle River, New Jersey, /th edition, 2009. ISBN
W grarﬁcy At — O prO\./vadzi,to do dwoch paradoksglnych vv’rasno,s’ci: 1) oczekivvgna dJrquS’c’: sciezki w dovvolny.m procentowej niezaleznie od poziomu ceny akdiji. yeena OpCJI.( ACK- C“O es) '
przedziale czasu jest nieskonczona; 2) oczekiwana liczba powrotdow do dowolnej wartosci w dowolnym przedziale = Prognozowanie cen akcji

czasu jest nieskonczona.

www.linkedin.com/in/o-krykun-0b45552a1

Kluczowa wtasnos¢: Geometryczny ruch Browna implikuje log-normalny rozktad przysztych cen
akgji: In Sp ~ N (In Sy + (1 — o? /2T, O'QT).
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